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Vogliamo raccogliere qui alcune dimostrazioni di quello che € noto con il pomposo
nome di Teorema fondamentale dell’algebra . L’enunciato & molto semplice ed &
noto a tutti i matematici:

Teorema (fondamentale dell’algebra). Il campo C dei numeri complessi & alge-
bricamente chiuso. In altre parole ogni polinomio non costante a coefficienti in C
ammette una radice complessa.

Corollario. Ogni polinomio f € Clz] si spezza come prodotto di fattori lineari:
flx) =Mz —a1) - (. — n),
per opportuni A\, x; € C, eventualmente coincidents.

Pero forse non € nota a tutti la varieta di modi diversi in cui questo risultato
puo essere dimostrato. Gli argomenti che daremo sono dovuti a diversi matematici,
ma fra di essi si distingue Gauf}, che ha dato una prima dimostrazione del teorema
nella sua tesi di dottorato e nel corso della sua carriera ne ha trovate altre tre.
Storicamente, pero la prima dimostrazione (quasi) completa & dovuta a D’ Alembert,
che ha presentato un argomento simile al nostro primo approccio. Nella letteratura
sono presenti altri approcci alla dimostrazione; abbiamo evitato di dare piu versioni
sostanzialmente equivalenti di una stessa dimostrazione, tranne nel caso in cui una
delle versioni fosse sostanzialmente elementare.

Parlando del Teorema fondamentale dell’algebra non si puo evitare di citare
il libro di Fine e Rosenberger ([FRI7]). In quel caso lo scopo ¢ didattico: gli
autori usano il Teorema fondamentale dell’algebra come pretesto per insegnare vari
strumenti di topologia, analisi complessa e algebra. Questo articolo ha invece lo
scopo di raccogliere una varieta di dimostrazioni diverse e, a differenza del libro, non
€ autocontenuto. Il background necessario per leggere le diverse dimostrazioni varia;
& comunque utile avere una minima familiarita con le funzioni olomorfe (ad esempio
dai primi capitoli di [Lan99] o [Car95]), il gruppo fondamentale ([Hat02, cap. 1]) e
un po’ di teoria dei campi. Un’inesauribile fonte di dimostrazioni e commenti sul
Teorema fondamentale dell’algebra ¢ I’American Mathematical Monthly, dal quale
abbiamo attinto per diversi approcci.

1. DIMOSTRAZIONI ELEMENTARI

In questa sezione presentiamo gli argomenti che non richiedono conoscenze di
analisi complessa, algebra o topologia. Tutto quello che e richiesto & di un primo
corso in analisi (oltre che, ovviamente, un po’ di familiaritd con i numeri comples-
si). In realta le dimostrazioni di questa sezione consistono in versioni semplificate
di argomenti piu concettuali che compariranno pit avanti. Ad esempio la pri-
ma dimostrazione, dovuta a D’Alembert, presenta in forma elementare lo stesso
ragionamento della dimostrazione III.

Lemma 1. Sia f(x) € Clx] un polinomio non costante. Allora

lim |f(z)] = +o0.
|z| =400

In altre parole un polinomio non costante é coercivo.
Dimostrazione. Sia

f(z) =apz" + an_12"" 1+ +ap.
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Prendendo il valore assoluto e raccogliendo un termine |z|™ troviamo
Apn—1 ag
5] = 1ol fan + 22 4 20,
z "
Per |z| — +o0 troviamo che %z — 0 per k > 0, percio

lim 1) =

lim |a,|[z"] = +oc.
|z]|—+o00 — 400

\
(]

Teorema fondamentale dell’algebra I. Sia f(x) € Clz] non costante. Il lemma pre-
cedente ci garantisce l'esistenza di R > 0 tale che |f(z)| > M := f(0) per |z| > R.
Dunque

inf [f(z)] = inf |f(z)].

zeC 2€B(0,R)
Poiché la palla B(0, R) & un compatto, |f| ammette minino su C (questa ¢ la parte
mancante nell’argomento originale di D’Alembert). Sia zp un punto di minimo per
|f]: vogliamo vedere che f(zy) = 0.

L’argomento, in modo informale, & il seguente. Possiamo sviluppare f intorno a
zo; salvo il termine costante il comportamento qualitativo di f intorno a un punto
¢ lo stesso di una potenza (quella che corrisponde al termine di grado pi basso
in questo sviluppo). Ma una potenza & surgettiva nell’intorno dello 0, percio ci
possiamo spostare di poco da zp in modo che |f(2)| < |f(z0)].

Non ¢ difficile rendere rigoroso tutto questo. Supponiamo per assurdo che
|f(z0)| > 0 e scriviamo

f(z) = f(z0) + Zflj(z - 20)7,
j=k

dove k > 1 & scelto in modo che aj # 0. Scegliamo h € C in modo che aph* =
—f(20), e poniamo z = zg + €h, con € > 0 e piccolo. Indicando

n

9(z)= Y aj(z— =),

j=k+1

si ricava

1F(2)] < 1f(20) + ¥arh®| + [g(2)] < (1= M) f(20)| + | D azhled~F7H,
j=k+1

Se ¢ ¢& scelto abbastanza piccolo questo valore ¢ minore di | f(zo)], assurdo. O

La prossima dimostrazione, tratta da [Bur06], richiede il teorema di Fubini per
integrali in due variabili, ma per il resto ¢ altrettanto elementare della precedente.

Teorema fondamentale dell’algebra II. Sia f(z) un polinomio non costante, e sup-
poniamo pr assurdo che non si annulli; possiamo allora considerare g = 1/f, che &
una funzione razionale definita su tutto C. Indichiamo con ¢’ la derivata formale
di g, ovvero
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Scrivendo z = pe?? la regola per la derivazione di funzioni composte da

5:9(pe’”) = g/ (pe'?)
559(pe™®) = ipe?y' (pe®),
da cul si ricava
8 0 1 6 0
9 _ 19 _ 1
apg(pe ) m a99(/)6 ) (1)

Fissati due raggi r < R, integriamo la (1) sul rettangolo [—m, 7] x [r, R]; applicando
il teorema di Fubini si trova

/ " [g(Re™) - g(reY] o = / / ’ gpg@ew)dpde _

/R/w li ( eie)dﬂd /Rl[ ( efm)* ( e”)]d =0 (2)
=/ | a0 p=| ;oo g(p p=0.

Per R — oo si ha f(Re") — 0 uniformemente in 6, grazie alla stima del lemma di
coercivita. Percio passando al limite nella (2) si trova ¢g(0) = 0, assurdo. O

2. ANALISI COMPLESSA

Il settore che pit naturalmente si presta ad apportare dimostrazioni del Teorema
fondamentale dell’algebra e certamente quello dell’analisi complessa. In questo
ambito troveremo quattro diversi modi di provare il risultato. A meno di indicazioni
diverse, le dimostrazioni di questa sezione sono prese da [Lan99].

Lemma 2. Sia U un aperto di C. Una funzione olomorfa f: U — C ¢ aperta
nell’intorno dei punti in cui non é localmente costante.

Dimostrazione. Consideriamo un punto zg € U. Se f/(z9) # 0 la tesi segue dal
teorema dalla funzione inversa. Supponiamo invece che f'(z9) = 0; a meno di
traslazioni possiamo avere zy = f(zo9) = 0. Sviluppiamo f in serie di potenze come

f(z) =Y a7,
=k

dove k > 1 & il minimo indice per cui ax # 0. Raccogliendo aj possiamo scrivere
f(z) = ar(l + h(2)) con h olomorfa intorno a 0 e nulla nell’origine. Poiché la
funzione z* & invertibile nell’intorno di 1 possiamo prendere una radice k-esima
olomorfa di 1 + h(z) per z sufficientemente vicino a 0. Ne segue che

F(z) = ar(g(2))" = (bg(2))",

dove g & una funzione olomorfa, g(0) = 0 e b*¥ = a;. Confrontando lo sviluppo
di Taylor di g con quello di f si trova che ¢’(0) # 0, cosi g & aperta nell'intorno
dell’origine. Ma allora f & composizione di due funzioni aperte, percio & aperta essa
stessa. (]

Corollario (Principio del massimo). Sia U C C un aperto connesso e f: U — C
olomorfa. Se |f| assume massimo su U, allora f & costante.

Dimostrazione. Sia zp € U un punto di massimo; possiamo supporre che f(zp) # 0.
Poiché il valore assoluto & una funzione aperta lontano da 0, il lemma precedente
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ci dice che f e localmente costante nell’intorno di z5. Questo mostra che la con-
troimmagine di f(z9) & un insieme aperto, e anche chiuso per la continuita di f.
Essendo U connesso, segue che f & costante su U. (I

Teorema fondamentale dell’algebra III. Sia f € Cl[x] un polinomio non costante, e
supponiamo che f non si annulli in nessun punto di C. Allora la funzione 1/f: C —
C ¢ olomorfa e non costante. D’altra parte abbiamo visto nella prima dimostrazione,
come conseguenza del lemma di coercivita che |f| ammette minimo su C, ovvero
|1/ f| ammette massimo. Il principio del massimo ci da allora l'assurdo cercato. O

Un’altra dimostrazione del Teorema fondamentale dell’algebra parte dalle stime
di Cauchy per i coefficienti dello sviluppo in serie di una funzione olomorfa. Ri-
cordiamo che la dimostrazione che ogni funzione olomorfa (cio¢ che ammetta una
derivata complessa) ¢ localmente sviluppabile in serie di potenze da come sottopro-
dotto un’espressione esplicita per i coefficienti dello sviluppo. Piu precisamente sia
f olomorfa su un’aperto U D B(zg,79), e sia r < rg. Allora f si esprime con una
serie di potenze f(z) = a;(z—20)’ sulla palla B(zo,r), dove i coefficienti a; sono

dati da
1
WL L,
2mi Jop( Zi+

20,T)

Una conseguenza immediata di questo e il seguente

Corollario (stime di Cauchy). Sia f: B(0,R) — C olomorfa, r < R. Sia

f2) =) a;7

JXIT , dove M, = SUP|, | = If(2)]-

J

lo sviluppo di f in 0. Allora |a;| <
Corollario (Liouville). Sia f: C+— C olomorfa e limitata. Allora f & costante.

Dimostrazione. Essendo f olomorfa, possiamo prenderne lo sviluppo in serie in 0,
>~ a;z7. Questa seriedi potenze ha raggio di convergenza infinito, perché f ¢ definita
ovunque, e coincide con la funzione. Le stime di Cauchy mostrano che

M, M
|aj| S : S 5
rJ rJ
dove M = supc|f|, percid a; = 0 per ogni j > 0. O

Come conseguenza abbiamo la terza dimostrazione.

Teorema fondamentale dell’algebra IV. Sia f(z) un polinomio che non si annulla
su C. Allora 1/f ¢ una funzione olomorfa definita su C. Dal lemma di coercivita
segue che 1/f & limitata, percid costante per il teorema di Liouville. (Il

L’integrale di Cauchy sulla circonferenza da un’ulteriore dimostrazione diretta
del Teorema fondamentale.

Teorema fondamentale dell’algebra V. Cibasta dimostrare che ogni polinomio reale
ha una radice complessa. Infatti se p(z) € C[z], il polinomio p(z)p(x) & reale,
dunque ha una radice (zp). Questa pud essere una radice di p (nel qual caso
abbiamo la tesi) oppure una radice di p, nel qual caso zy & una radice di p.
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Sia dunque per assurdo f(z) un polinomio a coefficienti reali di grado n > 0,
e supponiamo che f non si annulli in C. In particolare f ha segno costante su R,
dunque
27 1
——d
o [f(2cos?)
Allo stesso tempo questo integrale & pari a

Ly g
i Jjz)=1 2f(2Rez) ?

Sulla circonferenza |z| = 1 abbiamo 2Rez = 2z +z = z + 271, percio, posto g(z) =
2" f(z + 2~ 1), integrale si puo riscrivere come

1 n—1
! / =g
tJ|z|=1 9(2)

Per costruzione g ¢ un polinomio; osserviamo che g(z) # 0 per z # 0, mentre
g(0) & pari al primo coefficiente di f, ed ¢ percid non nullo. Di conseguenza la
funzione nell’integrale ¢ olomorfa sul disco unitario, e I'integrale sul bordo ¢ nullo,
assurdo. (]

9 0.

L’ultima dimostrazione in questo ambito usa uno strumento piu raffinato, che
permette di contare esattamente il numero di zeri di una funzione olomorfa. Sia
f: U — C olomorfa, zy € U, e consideriamo una palletta sufficientemente piccola
B(zg,r) centrata in zp, su cui f ammette uno sviluppo

o0
7 =3 as(z = =),
j=0
Se k ¢ il piu piccolo intero per cui ay # 0, diciamo che 2y € uno zero di molteplicita
k per f. In questo caso raccogliendo il termine (z — z0)* possiamo scrivere f(z) =
(z — 20)*g(2) dove g & una funzione olomorfa non nulla su B(zg, 7).

Lemma 3. Sia f: U — C olomorfa, V un aperto con bordo regolare tale che
V Cc U. Supponiamo che f‘av non si annulli. Allora il numero di zeri di f in 'V
(contati con molteplicita) é pari a

1 f'(2)

2mi Jov f(2)
Dimostrazione. Sia zg € U uno zero di ordine k per f, e sia r un raggio abbastanza
piccolo. Sulla palla B(zg,r) possiamo scrivere f(z) = (2 — 29)¥g(z), dove g non si
annulla sulla palla. Ne segue che

re_ kL g

dz. (3)

f(z) z—z20  g(z)
L’integrale sul bordo del secondo addendo ¢ nullo, perché ¢'/g ¢ olomorfa sulla
palla; l'integrale del primo addendo & invece 2kmi, percio il teorema e vero per
V = B(zp,r).

L’integrale in (3) & invariante per omotopia di cammini contenuti nell’insieme
{z : f(2) # 0}. Decomponiamo V in un’unione numerabile di quadrati che si
intersechino solo sul bordo, in modo che ogni quadrato contenga al pit uno zero di
f. 1l teorema & vero per ciascuno dei quadrati, e sommando si ottiene la tesi per
V. O
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Teorema (Rouche). Siano f, g: U+ C olomorfe, V un aperto con bordo regolare
tale che V-.C U. Supponiamo che per z € OV walga

1£(2) = g(2)] <lg(2)]. (4)
Allora f e g hanno su 'V lo stesso numero di zeri, contato con molteplicita.

Dimostrazione. Dalla (4) segue in particolare che f e g non si annullano su oV.
In particolare possiamo calcolarne il numero di zeri usando il lemma 3. Ci basta

percio dimostrare che
f'(z) / g9'(2)
dz — dz = 0.
ov f(2) av 9(2)

Osserviamo a questo scopo che derivando si ricava 'uguaglianza

(f/9)'(z) _ '(z) _d'(2),

(f/9)z)  fz) g(2)

pertanto ci basta mostrare che

(o),
/av Flam ="

Sia (z) una parametrizzazione del cammino §V. Allora

(f/9)) . _ [ (G190 o L
/av (f/9)(=) a /sl (f/9)(7(2)) 7 (=) /((f/g)o’y)(sl) Zd >

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che il cammino ((f/g) o) (S1) & conte-
nuto in B(1,1), essendo |(f/g)(z) — 1] <1 su dV. O

Come corollario otteniamo un’altra dimostrazione.

Teorema fondamentale dell’algebra VI. Sia f(z) = 2" + ap_12"" 1 + -+ + ag un
polinomio monico non costante. La stima fatta nel lemma di coercivita ci dice che,
se R e abbastanza grande,

lan_ 12"t 4+ ag| < |2"

n

per |z| = R. 1l teorema di Rouché, applicato con V = B(0, R), g(z) = 2", ci dice
che f ha su V lo stesso numero di zeri di 2", cioe n. O

3. ENTRA IN BALLO LA TOPOLOGIA

Dopo l'analisi complessa vediamo come la topologia fornisca vari approcci per
dimostrare il Teorema fondamentale dell’algebra . Il concetto piti utile in questo
campo sara quello di grado, per mappe da S! in S! e da S? in S? (S? comparira
come varietd complessa P*C).

Ricordiamo ([Hat02, cap. 1]) che, data una funzione continua f: S* ~— St
e definito il suo grado, che € un numero intero, ed e semplicemente ’elemento
corrispondente a [f] tramite l'identificazione 71(S') = Z. In particolare il grado di
una funzione & invariante per omotopia, ed & nullo se o solo se la funzione & omotopa
a costante.
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Teorema fondamentale dell’algebra VII. Sia f(z) un polinomio mai nullo, per sem-
plicita monico. Restringendo il dominio di f ad una circonferenza centrata in 0
otteniamo una funzione continua da S!' in C\ {0}; a meno di riscalare in arrivo
possiamo fare si che il codominio sia ancora S'. Pil precisamente poniamo, per
2z € St
fi(2) = ftz)

|£(t2)]

Le f; sono una famiglia di funzioni continue da S' in S' tra loro omotope; in
particolare hanno tutte lo stesso grado. D’altronde fy ¢ costante, percio il suo
grado & 0. Supponiamo ora per assurdo che f abbia grado positivo, diciamo f(z) =
2" 4+ @p_12""' 4+ -+ 4+ ag. Ragionando come nel lemma di coercivitd possiamo
trovare t > 0 tale che se |z| = t si abbia |2|" > |a,—12""' + - +ag|. In particolare
2"+ 8(ap—12""1 4+ -+ + ap) & non nullo per ogni s € [0,1]. Possiamo cosi definire,
per s € [0,1],

2"+ 8(an_12"" 1+ +ag)
gS(Z) =~ Tn n—1 :

|z" + s(ap—12"" 1+ -+ ap)|
Le g5 sono funzioni continue da tS' in S!, e sono tutte omotope tra loro. Inoltre
per z € S, g1(tz) = fi(z). Da questo si deduce che go(tz) ha grado 0 il che &
assurdo, perché go(tz) = z" ha grado n > 0. O

Una piccola variante di questa dimostrazione utilizza una tecnica simile a quella
del teorema di punto fisso di Brower in dimensione 2. Si tratta di un adattamento
di [Lei05].

Lemma 4. Sia D C C il disco unitario chiuso e f: D — D continua. Supponiamo
che f(S*) C St e che deg(f‘SJ # 0. Allora f ¢é surgettiva.

Dimostrazione. Chiaramente f(S') D S!'. Supponiamo allora che f non sia sur-
gettiva e prendiamo zy € D che non sia nell'immagine. Costruiamo una funzione
continua g: D + S! nel modo seguente: g(z) & il punto in cui la semiretta di origine
20 e passante per f(z) incontra la circonferenza unitaria (in particolare f‘ 61 = g‘ sl)'
g induce un omomorfismo g, : 71 (D) +— m(S!); per la semplice connessione di D
otteniamo

A o] = e ] = 9-(fidsa])) = 0 € my(57),

il che contraddice I’ipotesi che f‘ 51 abbia grado non nullo. ([

Teorema fondamentale dell’algebra VIII. Scegliamo un omeomorfismo A': [0, +oo[—
[0, 1[ (ad esempio h/(t) = 2 arctg(t)) e definiamo un omeomorfismo h: C D po-
nendo, in coordinate polari, h(pe?) = h/(p)e’®. In pratica tutto quello che ci serve &
un omeomorfismo tra C e D che conservi I’argomento. Prendiamo ora un polinomio
monico p(z) di grado n > 0, e definiamo la funzione f: D +— D

(z) = {p(h_l(z)) sezeD

2" se z € S

La dimostrazione del lemma di coercivita mostra che f € continua su tutto D. Per
il lemma precedente f & surgettiva, in particolare esiste z € D con f(z) = 0, e
dunque h~1(z) & una radice di p. O
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Per la terza dimostrazione useremo ancora il concetto di grado, ma ci fa piu
comodo avere il punto di vista della geometria differenziale ([Mil97]). Siano M
ed N varieta lisce, connesse, compatte, di dimensione n, e sia f: M — N una
mappa regolare. Chiameremo un punto p € M regolare se df,: T,M > Ty, N &
un isomorfismo. Diremo che ¢ € N ¢ un valore le regolare se le sue controimmagini
sono tutti punti regolari.

Osserviamo che se p € M & un punto regolare, allora il teorema della funzione
inversa ci dice che f & un diffeomorfismo locale intorno a p. In particolare le con-
troimmagini di un valore regolare sono punti isolati; essendo M compatta sono in
numero finito. Dato un valore regolare ¢ € N, indichiamo con g(q) la cardinalita
della controimmagine. In questo modo resta definita una funzione localmente co-
stante da un aperto di IV in N. Nel caso in cui M e N siano orientabili e f mantenga
Iorientazione si pud mostrare che g € in realta una funzione costante, e il valore di
questa costante e detto grado di f.

Teorema fondamentale dell’algebra IX. Sia f un polinomio non costante. Possiamo
vedere f come funzione da C in C, ed estendere f ad una funzione P'C — P!C
ponendo f(0o) = co. Il lemma di coercivita ci dice lestensione di f & continua; in
realta il cambio di variabile z — 1/z mostra che & una funzione liscia su tutto P*C.
Un punto z € C & regolare se e solo se f'(z) # 0. Poiché gli zeri della derivata di f
sono in numero finito, 'insieme dei valori regolari & connesso, percio g € costante.
Dunque tutti i valori regolari sono 'immagine di esattamente k valori, per un
opportuno k. Da questo segue che k£ > 0. Inoltre i valori che non sono regolari sono
nell’immagine di f per definizione. Dunque f & surgettivo, in particolare assume il
valore 0. g

La dimostrazione seguente invece utilizza solo concetti elementari di topologia
generale. Tuttavia ¢ necessario assumere un risutato di algebra commutativa, ov-
vero una forma del lemma di Hensel per l'anello delle serie convergenti. Innan-
zitutto introduciamo un po’ di notazione. L’anello delle serie formali in n inde-
terminate sara indicato con C[[X1,...,X,]], mentre il sottoanello dato dalle serie
con raggio di convergenza non nullo verra indicato C{Xy,...,X,}. Diremo che
p(X,T) € C{X1,...,X,,T} & uno pseudopolinomio se ¢ un polinomio monico nel-
la variabile T' (in particolare p(X,T) € C{Xy,...,X,}[T]). L’anello delle serie
convergenti, pur non essendo completo, soddisfa il

Lemma 5 (Hensel). Sia p(X,T) uno pseudopolinomio di grado N in T, e sia po
il polinomio po(T) = p(0,T). Supponiamo che valga la fattorizzazione py = hoko
in C[T], con hg e ko privi di fattori comuni, rispettivamente di gradi a e b. Allora
esistono e sono unici due pseudopolinomi h e k di gradi a e b tali che p = hk e
h(0,T) = ho(T), k(0,T) = ko(T).

Vediamo come questo ci possa aiutare a dimostrare il Teorema fondamentale
dell’algebra . Dato a = (ag,...,a,_2) € C*"~! indichiamo con p, il polinomio

Pa(2) = 2" 4+ ap_22" "% + ... ag.

Indichiamo poi V = {a € C""! : p, = rs con r, s di grado positivo senza fattori
comuni} e W = {a € C"!: p, & irriducibile}.

Lemma 6. V ¢ contenuto nella parte interna di C*~1\ W.
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Dimostrazione. Sia a € V' e poniamo ¢(z,t) = pat.(t). Per ipotesi ¢(0,t) & il pro-
dotto di due polinomi di grado positivo primi fra loro; per il lemma di Hensel trovia-
mo due pseudopolinomi r ed s, degli stessi gradi, e tali che ¢(x,t) = r(x,t)s(z,t).
Le serie r ed s hanno raggio di convergenza non nullo, percio se z ¢ abbastanza
piccolo, pay.(t) si fattorizza, cioe a + x ¢ W. O

Teorema fondamentale dell’algebra X. A meno di effettuare un cambio di variabile
lineare, ogni polinomio monico di grado n & della forma p,, per un opportuno
a € C*~!. Dimostriamo dunque che ogni polinomio p, & prodotto di fattori lineari.
Per fare questo utilizziamo un’induzione su n; la tesi ¢ che W = (). Utilizzando la
connessione di C"~1\ {0} ci basta vedere che V e W sono aperti disgiunti, e che
VUW =Cn1\ {0}, visto che V & ovviamente non vuoto.

Per vedere che VU W = C"~ !\ {0} utilizziamo l'ipotesi induttiva. Se a ¢ W,
Ppo ha una fattorizzazione non banale p, = rs, e per induzione sappiamo che r ed
s sono prodotto di fattori lineari. Se inoltre a ¢ V', non possono comparire fattori
lineari distinti, percio p,(T) = (T — b)"™. Da questo si ricava nb = 0, cioe b =0, e
infine a = 0.

A questo punto sappiamo che V e W sono complementari in C*~1\ {0}, e dal
lemma 6 segue che V' & contenuto nella propria parte interna, cioe € un aperto.

Vediamo infine che W & aperto. Consideriamo il chiuso di C*~! x P'C dato da

H= {(a, [to:t1]) € C" ! x PIC: t7 + Zaifét?_i _ 0}.

Essendo P'C compatto, la proiezione 7: C*~! x P!1C — C™~! & una mappa propria;
dunque 7(H) & chiuso. Ma m(H) & proprio il complementare di W, che dunque &
aperto. U

4. DIMOSTRAZIONI ALGEBRICHE

Come abbiamo visto finora, il nome di Teorema fondamentale dell’algebra non e
del tutto azzeccato per un risultato che esprime sostanzialmente proprieta analitiche
o topologiche del piano complesso. D’altra parte e chiaro che non puo esistere una
dimostrazione puramente algebrica di questo risultato, che si basa alla fine sulla
completezza di R. In questo paragrafo illustreremo pero alcune dimostrazioni che
si basano perlopitu su tecniche algebriche.

In particolare le dimostrazioni di questo paragrafo sono indipendenti da tecniche
analitiche, salvo per due risultati di analisi elementare. E sufficiente assumere i due
seguenti fatti, che si provano entrambi applicando il teorema del valore intermedio.

i) Un numero reale ¢ non negativo se e solo se & un quadrato;
ii) ogni polinomio a coefficienti reali di grado dispari ha una radice reale.

Teorema fondamentale dell’algebra XI. Per mostrare che C & algebricamente chiuso
vediamo che ogni sua estensione finita di Galois ¢ 1’estensione banale C/C.

Per prima cosa mostriamo che ogni estensione K /C ha grado una potenza di 2.
Per vedere questo ci basta vederlo per l'estensione K /R, e poiché ogni estensione di
R & contenuta in un’estensione normale, possiamo supporre che K/R sia di Galois.
Indichiamo con k il grado, e con G il gruppo di Galois dell’estensione. Scriviamo
infine k& = 2"d, con d dispari. Il teorema di Silow ci garantisce l'esistenza di un
sottogruppo H < G di ordine 2"; a questo & associato per corrispondenza di Galois
un’estensione L/R di grado d. Per il teorema dell’elemento primitivo possiamo
scrivere L = Ra]. Se f € R[X] @ il polinomio minimo di « su R, allora f &
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irriducibile. Poiché f ha grado dispari, ammette una radice reale, percio si deve
avere d = 1 per l'irriducibilita.

A questo punto mostriamo che ogni estensione normale di C & data da C stesso.
Sia K/C un’estensione normale con gruppo di Galois G, e supponiamo per assurdo
che sia non banale. Abbiamo visto che G & un 2-gruppo; pertanto ammette un
sottogruppo di indice 2. Tramite la corrispondenza di Galois otteniamo un’esten-
sione di grado 2 di C. Ci basta percio vedere che ogni tale estensione & banale, o
equivalentemente che ogni numero complesso ammette una radice quadrata.

Sia a+1ib € C e cerchiamo una radice quadrata della forma x+14y. Esplicitamente

si tratta di risolvere
a=1x?—1y?

b= 2xy. 5)

Da queste si trova va2 + b2 = 22 + y? (a® + b? & positivo, dunque ammette una
radice reale), o anche

.232 _ Va?2+b%+a
- 2

y2 _ Va?+b%2—a
= Y.

Dall’ultimo sistema si ricavano x ed y, osservando che i numeri a secondo membro
sono positivi. Per una scelta opportuna dei segni si possono invertire i passaggi e
vedere che vale la (5). O

Una seconda dimostrazione sulle stesse linee (tratta da [FR97]) non usa diretta-
mente la corrispondenza di Galois. Il punto di partenza e ’espressione dei polinomi
simmetrici (cio¢ invarianti per permutazione delle indeterminate) come polinomi
nelle funzioni simmetriche elementari. Date le indeterminate x4, ..., z,, la funzione
simmetrica elementare k-esima & per definizione il polinomio

op(x1,...,xy) = E Ty T
1<) << <n

In particolare la prima funzione simmetrica ¢ la somma e I'n-esima ¢ il prodotto
delle indeterminate.

Teorema. Sia K un campo. L’omomorfismo di anelli
K[yl,...,yn] — K[l‘l,...,l‘n]

che manda y; nella funzione simmetrica o;(x1,...,x,) € iniettivo, con immagine
Uanello dei polinom:i simmetrici in x1,...,T,. In particolare ogni polinomio sim-
metrico € un polinomio in o1, ...,0k, € l'anello dei polinomi simmetrici & isomorfo
ad un anello di polinoms.

A noi basta pero una forma piu debole di questo teorema, che si presta ad essere
dimostrata tramite la teoria di Galois.

Teorema. Sia K un campo, f € K(x1,...,x,) una funzione razionale simmetrica.
Allora f é una funzione razionale in o1, ...,0%

Dimostrazione. Indicando con S il campo delle funzioni razionali simmetriche,
abbiamo l'inclusione di campi

K(O’l,...70n) CSCK(.Tl,...,(En).
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Consideriamo il polinomio

n

p(z) = H(gc —x) =2 — o (@1, x)2" A (=) 0 (21, ).

i=1
La seconda espressione mostra che ¢ a coefficienti in K (o1, ..., 0, ), mentre la prima
espressione mostra che il suo campo di spezzamento & esattamente K(x1,...,Z,).

Pertanto possiamo limitare il grado dell’estensione
[K(x1,...,20n) : K(01,...,0,)] < (degp)! = nl.

Il gruppo delle permutazioni su n elementi &,, agisce su K(x1,...,2,) permu-
tando le indeterminate, e il campo lasciato invariato e per definizione S. Percio
abbiamo un omomorfismo iniettivo

S, — Aut(K(z1,...,2,),5).

Il gruppo degli automorfismi Aut(K(z1,...,x,),S) ha al pitt tanti elementi quante
sono le immersioni di K(z1,...,z,) nella chiusura algebrica di S che lasciano fisso
S, e questo numero ¢ pari al grado dell’estensione (l'uguaglianza vale se e solo se
Iestensione & di Galois). Di conseguenza

n!l = #6,, < #Aut(K(z1,...,2,),5) < [K(z1,...,2,) : S].

Confrontando i gradi si ricava che 'inclusione K(o1,...,0,) C S € in realtd un’u-
guaglianza. Per inciso, dalla dimostrazione abbiamo anche ottenuto che ’estensione
K(z1,...,2,)/S & di Galois, con gruppo di Galois &,,. O

Corollario. Sia K un campo e g(x,21,...,2,) € Klx,21,...,2,] un polinomio
simmetrico in x1,...,Ty. Sia f(x) € K[z] con radici (in una chiusura algebrica)
a1,y Allora g(z, 01, ..., ap) € Kz].

Dimostrazione. A priori g € un polinomio a coefficienti nella chiusura algebrica
di K. Perd i suoi coefficienti sono polinomi simmetrici (a coefficienti in K)in

ai,...,an. Il teorema precedente ci dice che questi coefficienti sono funzioni ra-
zionali in o1(a,...,),...,04(a1,...,ay), che sono i coefficienti di f; pertanto
sono elementi di K. ([

Da questi risultati sui polinomi simmetrici deduciamo un’altra dimostrazione

Teorema fondamentale dell’algebra XII. Abbiamo gia osservato che ci basta dimo-
strare la tesi per un polinomio reale. Sia dunque f(z) un polinomio a coefficienti
reali, di grado n. Scomponiamo n = 2¥d, dove d & dispari, e mostriamo la tesi per
induzione su k. Se k = 0 abbiamo un polinomio di grado dispari a coeflicienti reali,
che ha una radice reale.

Per il passo induttivo, siano as, . .., a, le radici di f in un campo di spezzamento.
Dato un intero A consideriamo il polinomio

g9(z) = [[ (@ = (@i + a; + haiay)).
i<j
g € un polinomio simmetrico negli «;, pertanto il lemma ci dice che & a coefficienti
reali. Il grado di g &

<Z> = 9k=1g(2kq — 1).
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Per ipotesi induttiva g ha almeno una radice complessa, cioe per opportuni i, j il
termine o; + o + haga; € C.

Questo puo essere fatto per ogni scelta di h intero; poiché abbiamo un numero
finito di coppie troviamo h; e ho distinti tali che per la stessa scelta di 4,j si
abbia a; + a; + hiaya; € C e a; + a; + hoayay € C. Per differenza si ricava
che il prodotto a;a; € C, e di nuovo per differenza anche la somma. A questo
punto possiamo ricavare o; e o come radici di un’equazione di secondo grado a
coeflicienti complessi. Ma le soluzioni di un’equazione di secondo grado in C stanno
a loro volta nei complessi: infatti queste si esprimono tramite la formula risolutiva,
e la radice quadrata di un numero complesso ¢ ancora in C (abbiamo visto nella
dimostrazione precedente come questo segua dalla seconda delle nostre assunzioni
analitiche). Con questo I'induzione & completata. [

Derksen, in [Der03] d&a una dimostrazione geniale basata sull’algebra lineare.
Osserviamo innanzitutto che I’enunciato del Teorema fondamentale dell’algebra puo
essere ripafrasato dicendo che ogni matrice a coefficienti complessi ha un autovalore.
Chiaramente la forma standard del teorema, applicata al polinomio caratteristico
della matrice, implica questo enunciato. Viceversa supponiamo che ogni matrice
abbia un autovalore, e sia

p(z) =2" +an,_ 12"t +---ag

un polinomio a coeflicienti complessi. Definiamo la matrice compagna di p come

00 -+ 0 —ag

1 0 0 —aq
A= 0 1 0 —Aas

00 -+ 1 —ap_1

Allora A ammette p come polinomio caratteristico, percio p ha una radice, corri-
spondente ad un autovalore di A.

Teorema fondamentale dell’algebra XIII. La dimostrazione fa riferimento piu volte
ad un enunciato piuttosto complesso. Sia K un campo (R o C) e siano d ed r due
interi. Indichiamo con P(K,d,r) il seguente enunciato:

Sia 'V uno spazio vettoriale su K di dimensione non multipla di d, e siano
Aq,..., A, endomorfismi di V che commutano fra loro. Allora gli A; ammettono
un autovettore comune.

Dividiamo la dimostrazione in vari passi.

i) Mostriamo che P(K,d,1) implica P(K,d,r) per ogni r, per induzione su r.
Assumiamo dunque P(K,d,r —1) e prendiamo r endomorfismi A;,..., A, di V'
che commutano. Dimostriamo che ammettono un autovettore comune tramite
una seconda induzione, stavolta su n.

Il caso n = 1 & banale. L’ipotesi P(K,d,1) ci garantisce che A, ha un
autovettore in V', con autovalore A. Indichiamo

W =Ker(4, — \id)
Z =TIm(A, — \id);

I'ipotesi che gli endomorfismi commutino garantisce che W e Z siano mandati
in se stessi da Aq,...,A,_1. Se W =V, un qualsiasi autovettore comune per



14

ii)

iii)

iv)
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Aq,...,A,._1 & autovettore anche per A,. Altrimenti W e Z sono entrambi
sottospazi propri di V. Poiché dim W + dim Z = dimV, d non divide dim W
oppure non divide dim Z. In entrambi i casi, per ipotesi induttiva, Aq,..., A,
hanno un autovettore comune dentro W (rispettivamente Z).

Vale P(R, 2,7) per ogni r. Dal passo precedente segue che ¢ sufficiente mostrare
P(R,2,1); questo & vero perché ogni polinomio reale di grado dispari ha una
radice reale.

Vale P(C,2,r) per ogni r. Come sopra ci basta verificare che & vera P(C,2,1).
Sia dunque n dispari e sia A: C" — C" un endomorfismo. Applichiamo il risul-
tato del passo precedente allo spazio vettoriale reale V' delle matrici n timesn
hermitiane, cioe

V ={B € My,n(C): B* = B}.

V ha dimensione reale n?, perché ogni matrice hermitiana B ¢ determinata una
volta fissate le n(n — 1)/2 entrate complesse sopra la diagonale e le n entrate
reali sulla diagonale; in particolare V' ha dimensione dispari. Definiamo due
endomorfismi di V' ponendo

AB + BA”
Ly(B) = S50
AB — BA*
LB ="5

E una verifica immediata che se B & hermitiana anche Ly (B) e La(B) lo sono,
e che Ly ed Ly commutano. Per il passo precedente L; ed Ly hanno un au-
tovettore comune, cioé esiste una matrice hermitiana B tale che Li(B) = AB,
Ly(B) = uB, con A\, u € R. Ne segue che

AB = (Ly 4+ iLyB) = (A +ip)B,

dunque una colonna non nulla di B da luogo ad un autovettore per A.
Mostriamo per induzione su k che vale P(C,2%,r). La base dell'induzione
consiste nel passo precedente. Supponiamo dunque valido P(C,2*~! 7); come
sopra ci ¢ sufficiente vedere che vale P(C, 2%, 1).

Sia A un endomorfismo di C", dove n non ¢ divisibile per 2¥. Se n non &
divisibile per 2°~1 la tesi segue per ipotesi induttiva, dunque supponiamo che
2F=1 divida n. Sia V il C-spazio vettoriale delle matrici antisimmetriche:

V ={B € M,»,(C): BT = -B}.

Stavolta V ha dimensione complessa n(n—1)/2, dunque dimc¢ V non ¢ divisibile
per 2¢~1. Definiamo due endomorfismi di V' ponendo

Li(B) = AB — BAT

Ly(B) = ABAT.
Per P((C,Zk_l,2) L1 ed Ly hanno un autovettore comune, ovvero esiste una
matrice antisimmetrica B tale che Li(B) = AB, La(B) = uB, con A\, u € C.
Ne segue che

uB = ABAT = A(AB — \B).

Se v € una colonna non nulla di B si ha

(A% = MA — pid)v = 0. (6)
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Abbiamo visto come dall’ipotesi che ogni numero reale non negativo sia un
quadrato segua che ogni numero complesso ha una radice quadrata. Possiamo
allora fattorizzare la (6) come

(A—aid)(A—-pid)v =0,
dove « e (3 sono le soluzioni dell’equazione di secondo grado
22— Xx —p=0.

Se (A — Bid)v = 0, allora v & autovettore per A con autovalore (3, altrimenti
(A — Bid)v & autovettore per A con autovalore a.

v) Ogni matrice quadrata a coefficienti complessi ha un autovettore. Questo segue
banalmente da P(C,2*,r), applicato con k sufficientemente grande.

O

5. STRUTTURE DI ALGEBRA SU R"

Un altro approccio € quello di studiare in generale le conseguenze dell’esistenza
di una struttura di algebra su R", e mostrare un’algebra di dimensione finita su
R puo essere un campo solo nei casi in cui sia R stesso oppure C. In particolare
da questo segue il Teorema fondamentale dell’algebra , perché C non ammette
estensioni finite, ed ¢ dunque algebricamente chiuso. La prima dimostrazione che
diamo compare in [dSOS05].

Lemma 7. Ogni sottogruppo discreto di R™ ¢ isomorfo a Z* per un opportuno
k < n, generato da k vettori ey, ..., ex linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Induzione su n. Iniziamo dal caso n = 1, e sia G < R un sottogrup-
po discreto non banale. Osserviamo che ¢t = inf{z > o: = € G} & un elemento di
G. Se cosi non fosse potremmo scegliere elementi z1, x9 € G positivi e minori di 2t;
|z1 — 2| sarebbe allora un elemento di G inferiore a ¢. Mostriamo ora che G = Zt.
Se x € GG, sottraendo a x un opportuno multiplo di ¢ otteniamo un elemento y € G
non negativo e minore di ¢; per costruzione si ha y = 0, cioe x € Zt.

Per il passo induttivo consideriamo un sottogruppo discreto G < R™ non ba-
nale. Prendiamo v € G e consideriamo il sottogruppo g N Rv. Per il caso n = 1
questo & ciclico, generato da un vettore e;. Mostriamo ora che G’ = G/Ze; & un
sottogruppo discreto di R™/Re;. Supponiamo infatti di avere nel quoziente una
successione di elementi y; € G’ che tendono a y € G’. Solleviamo ciascun y; ad
un rappresentante x;, e prendiamo un rappresentante x di y. Allora per opportuni
n; la successione x; + n;e; tende a x, contro I'assunzione che G sia discreto. Per

ipotesi induttiva G’ ¢ generato da opportuni vettori fa,..., fx per un opportuno
k < n. Se es,..., e, sono vettori rappresentanti di fo,..., fi, allora ey, eq, ..., e
sono linearmente indipendenti, e G = Zeqy ® - - - @ Zey,. [l

Teorema fondamentale dell’algebra XIV. Supponiamo che C non sia algebricamen-
te chiuso. Allora ammette un’estensione finita di campi K/C. Come spazio vetto-
riale K & isomorfo a R™ per un opportuno n > 2, percio ci bastera mostrare che R™
non ammette una struttura di campo. Supponiamo che invece ne ammetta una:
data l'usuale norma | - | su R definiamo la norma

2| = sup |z -yl
ly|<1
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In termini di questa norma definiamo le funzioni esponenziale e logaritmo:
x n

exp(x) = Z %

n=0
IS

+12"

lo = -1 —.

gl) = Y1
n=1

La prima serie converge assolutamente su R™, mentre la seconda converge su {z €

R™: |l —1|| < 1 }. Entrambi questi fatti seguono dall’usuale convergenza per la

serie dell’esponenziale e del logaritmo, una volta osservato che ||z -yl < ||z|| |ly]|-

Dalle definizioni si ricavano subito le usuali proprieta dell’esponenziale:
exp(0) =1
exp(z +y) = exp(z) - exp(y)
exp(—z) =exp(z) L.

Nell’ipotesi che R™ sia un campo, R™ \ {0} risulta essere un gruppo rispetto alla
moltiplicazione, e exp: R™ — R™\ {0} un omomorfismo. Inoltre se = ¢ abbastanza
vicino a 0 e y vicino a 1, si ha logexp(z) = = e explog(y) = y. In particolare ne
segue che I'immagine di exp contiene un intorno di 0; essendo un omomorfismo ne
segue che I'immagine & aperta. exp(R™) & dunque un sottogruppo aperto, perciod
anche chiuso (perché complementare dell’unione delle sue classi laterali, che sono a
loro volta aperte). Essendo R™\ {0} connesso segue che exp & surgettiva.

Inoltre ker(exp) & un sottogruppo discreto di R™, di nuovo perché exp ¢ un
omomorfismo tra un intorno di 0 e un intorno di 1. Per il lemma precedente il nucleo
di exp & isomorfo a ZF per un opportuno k < n, generato da k vettori e, ..., ex
linearmente indipendenti. Passando al quoziente otteniamo un isomorfismo

(SHE x R"* =2 R"/ ker(exp) — R™ \ {0}.

Per concludere ci basta vedere che (S1)¥ x R"~* ¢ R™\ {0} non sono omeomorfi.
Vediamo innanzitutto il gruppo fondamentale: y ((S1)* x R*=F) = 7y (S1)k = ZF,
mentre 71 (R™\{0}) = 71 (S"~1) = 0, essendo n > 2. Pertanto si trova k = 0, ed exp
da un isomorfismo tra R e R™\ {0}. Ma nemmeno questi due spazi sono omeomorfi,
poiché R™ & contraibile, mentre H"~1(R™ \ {0}) = H"~1(S"~1) > Z. O

Il secondo approccio ¢ simile, e consiste sostanzialmente in una riscrittura della
dimostrazione del teorema di Gelfand-Mazur in un caso molto particolare. Suppo-
niamo di avere un’algebra A di dimensione finita su C. Come nella dimostrazione
precedente possiamo introdurre su A una norma ||-|| che verifichi

-yl < llzll [yl
Dato z € C™ definiamo il suo spettro
o(z) ={X € C: z — e non ¢ invertibile},

Dove e = id4. Con questi preliminari possiamo dimostrare che se A & un campo,
necessariamente A = C, provando cosi il Teorema fondamentale dell’algebra .

Teorema fondamentale dell’algebra XV. Ci basta dimostrare che o(z) € non vuoto
per ogni x € A. Infatti se A € o(x), allora  — Ae non ¢ invertibile per definizione.
Essendo A un campo, x — Ae = 0, cioe x = Ae e A ha dimensione 1 su C.
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Supponiamo per assurdo che o(x) = () e definiamo la funzione risolvente
R,:C— A
Ai— (de —z)7h

La funzione risolvente ¢ olomorfa, ammettendo uno sviluppo locale in serie di
potenze: se )y € C allora

Me—2) " =Noe—z+ A =Ao)e) " = (hoe—2) 1> [(A = Ao)(hoe —2) 1]’

e

I
=

(2

ogniqualvolta [A—Ao| < ||(Ae — 2)~![|. Inoltre se A > 2 ||z allora possiamo stimare

Je—xta <3 (1) <

1=0
percio
IReV) = (e = A1) 1| < 2
€T A A’

cosicché R, tende a 0 per A — co. Se o(x) = (), allora R, dovrebbe essere costante
per il teorema di Liouville, e dunque identicamente nulla, assurdo. ([l
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